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Interpolacija
Ocjena lokalne pogreške interpolacije za interpolaciju polinomom p:

|f(x)− p(x)| ≤
|
∏n
i=0(x− xi)|
(n+ 1)!

·Mn+1(f)

Ocjena uniformne pogreške za interpolaciju polinomom p:

max
x∈[x0,xn]

|f(x)− p(x)| ≤


ω(x0, . . . , xn)

(n+ 1)!
·Mn+1(f), ω(x0, . . . , xn) = max

x∈[x,xn]
|(x− x0) · . . . · (x− xn)| općenito

hn+1

n+ 1
·Mn+1(f) ekvidistantni čvorovi

Čebǐsevljevi polinomi:
definicija: T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x)

nultočke od Tn: xk = cos (2k+1)π
2n , k = 0, . . . , n− 1

optimalnost: za sve normirane p stupnja n vrijedi ‖p‖[−1,1] ≥ 1
2n−1 ‖Tn‖[−1,1]

Čebǐsevljevi polinomi na [a, b]:

definicija: T̃n(x) = Tn ◦ l(x), l(x) : [a, b]→ [−1, 1] rastuća linearna bijekcija

nultočke od T̃n: xk = 1
2

(
a+ b+ (b− a) cos (2k+1)π

2n

)
, k = 0, . . . , n− 1

optimalnost: za sve normirane p stupnja n vrijedi ‖p‖[a,b] ≥ ‖ωn‖[a,b] = 2
(
b−a
4

)n
, ωn = normirani T̃n(x)

Ocjena pogreške za interpolaciju linearnim splineom l:

max
x∈[a,b]

|f(x)− l(x)| ≤ 1

8
∆2M2(f), za f ∈ C2([a, b])

max
x∈[a,b]

|f(x)− l(x)| ≤ 1

2
∆M1(f), za f ∈ C1([a, b])

|f(x)− l(x)| ≤ max
ξ∈[xi−1,xi]

{|f(ξ)− f(xi)|, |f(ξ)− f(xi−1)|} , za f ∈ C([a, b]), x ∈ [xi−1, xi]

Po dijelovima kubična interpolacija (uz oznake ϕ|[xk−1,xk] = pk, k = 1, . . . , n, pk(xk−1) = fk−1, pk(xk) = fk, p′k(xk−1) = sk−1, p′k(xk) = sk, hk = xk − xk−1):

Besselova kvazihermitska: sk =
hk+1f [xk−1, xk] + hkf [xk, xk+1]

hk + hk+1
, s0 =

(2h1 + h2)f [x0, x1]− h1f [x1, x2]

h1 + h2
, sn =

−hnf [xn−2, xn−1] + (hn−1 + 2hn)f [xn−1, xn]

hn−1 + hn
kubična splajn interpolacija: hk+1sk−1 + 2(hk + hk+1)sk + hksk+1 = 3(hk+1f [xk−1, xk] + hkf [xk, xk+1]), k = 1, . . . , n− 1

Pogreška u Hermiteovoj interpolaciji: postoji ξ ∈ 〈x0, xm〉 takav da je

f(x)− p(x) =
(x− x0)n0 · (x− x1)n1 · . . . · (x− xm)nm

(n+ 1)!
· f (n+1)(ξ)
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Integracija
Pogreške u numeričkoj integraciji RX =

∣∣∣∫ ba f(x)dx− IX
∣∣∣:

RT ≤ (b− a)3

12
·M2(f) trapezna RS ≤ (b− a)5

2880
·M4(f) Simpsonova

RPT ≤ (b− a)h2

12
·M2(f) produljena trapezna RPS ≤ (b− a)h4

180
·M4(f) produljena Simpsonova

Gaussova integracija (An je vodeći koeficijent n-tog ortogonalnog polinoma ϕn):

težine: wk =
An
An−1

· ‖ϕn−1‖2

ϕn−1(xk) · ϕ′n(xk)

pogreška: Rn(f) =
‖ϕn‖2

A2
n · (2n)!

· f (2n)(ξ)

Pogreška produljene Gauss-Legendreove formule za
∫ b
a
f(x)dx ≈ h

2

∑k
i=1

∑n
j=1 wjf(gi(tj)) +RPGL na ekvidistantnoj mreži (h = b−a

k ):

RPGL =

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

h

2
·Rn,i(f)

∣∣∣∣∣ ≤ (n!)4

(2n+ 1)((2n)!)3
· h2n(b− a)M2n(f)

Nelinearne jednadžbe

Ocjena pogreške: Kriterij zaustavljanja:

metoda raspolavljanja: |ξ − xn| ≤
1

2n+1
(b− a), za f ∈ C([a, b]) metoda raspolavljanja: n ≥

log
(
b−a
ε

)
log 2

− 1, za f ∈ C([a, b])

|ξ − xn| ≤
|f(xn)|
m1(f)

, za f ∈ C1([a, b]) |f(xn)| ≤ ε ·m1(f), za f ∈ C1([a, b])

metoda fiksne točke: |ξ − xn| ≤
qn

1− q
· |x1 − x0| metoda fiksne točke: n ≥

log ε(1−q)
|x1−x0|

log q

|ξ − xn| ≤ qn · |b− a| n ≥
log ε

b−a
log q

|ξ − xn| ≤
q

1− q
· |xn − xn−1|

Newtonova metoda: |ξ − xn| ≤
M2

2m1
· (xn − xn−1)2 Newtonova metoda: |xn − xn−1| ≤

√
2m1ε

M2

metoda sekante: |ξ − xn| ≤
M1 −m1

m1
· |xn − xn−1| metoda sekante: |xn − xn−1| ≤

εm1

M1 −m1


